
ÎÌÌÎ 05.02.2017 îòâåòû è êðàòêèå ðåøåíèÿ îáùèå êðèòåðèè

Îáùèå êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

Ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåðêè êàæäîãî çàäàíèÿ âûñòàâëÿåòñÿ îäíà èç ñëåäóþùèõ îöåíîê:
¾+¿, ¾±¿ � çàäà÷à ñêîðåå ðåøåíà;
¾∓¿, ¾−¿ � çàäà÷à ñêîðåå íå ðåøåíà;
çà çàäà÷ó, ê ðåøåíèþ êîòîðîé ó÷àñòíèê íå ïðèñòóïàë, ñòàâèòñÿ îöåíêà ¾0¿.
Ïðè ïîäâåäåíèè èòîãîâ ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî êîëè÷åñòâî â öåëîì ðåøåííûõ çàäà÷ � çàäà÷, çà êî-

òîðûå ïîñòàâëåíà îöåíêà ¾+¿ èëè ¾±¿.
Îöåíêè ïî çàäà÷àì èìåþòñÿ â òàáëèöå â ëè÷íîì êàáèíåòå ó÷àñòíèêà. Îöåíêè âíóòðè ðàáîòû è íà

òèòóëüíîì ëèñòå ðàáîòû âûñòàâëåíû â ïðîöåññå ïðåäâàðèòåëüíîé ïðîâåðêè è íå ÿâëÿþòñÿ îñíîâà-
íèåì äëÿ àïåëëÿöèè.
Ïðèâåä¼ííûå äàëåå êðèòåðèè îïèñûâàþò îöåíêè ïðîäâèæåíèé è îøèáîê, âñòðå÷àþùèõñÿ âî ìíîãèõ

ðàáîòàõ. Ïîýòîìó îíè íå ïîäëåæàò èçìåíåíèþ è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ àïåëëÿöèè òîëüêî â
ñëó÷àå, åñëè âû óêàæåòå, ÷òî êàêîå-òî ìåñòî â âàøåé ðàáîòå, ïîäõîäÿùåå ïîä îäèí èç ýòèõ êðèòåðèåâ,
îöåíåíî íå â ñîîòâåòñòâèè ñ íèì.

Êîììåíòàðèè ïî îòäåëüíûì çàäà÷àì

Çàäà÷à 1. Ïîëó÷åí îòâåò, îòëè÷àþùèéñÿ îò âåðíîãî, â òîì ÷èñëå ñîêðàòèìàÿ äðîáü � íå âûøå ¾∓¿.
Çàäà÷à 2. Ïðèâåä¼í òîëüêî ïðèìåð áåç äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî äðóãèå ñëó÷àè íåâîçìîæíû � íå âûøå
¾∓¿.
Â õîäå èçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ íåâåðíî ïîñòðîåíî ëîãè÷åñêîå îòðèöàíèå ê óòâåðæäåíèþ (íàïðèìåð,

¾Àíäðåé ñîëãàë, ÷òî íå áûë íè ïåðâûì, íè ïîñëåäíèì � çíà÷èò, îí áûë è ïåðâûì, è ïîñëåäíèì¿) �
íå âûøå ¾∓¿.
Çàäà÷à 3. Ïðèâåäåíû òîëüêî ïðèìåðû áåç äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî äðóãèõ íåò � íå âûøå ¾∓¿.
Ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àÿ x = 1 â ðåøåíèè îòñóòñòâóåò äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ y ÷èñëî z áóäåò ÷¼òíûì � íå âûøå ¾∓¿.
Â îòâåòå åñòü ëèøíèå òðîéêè � íå âûøå ¾∓¿.
Ðàññìîòðåíî êîíå÷íîå ÷èñëî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ � íå âûøå ¾∓¿.
Ïîëíîñòüþ ðàññìîòðåí òîëüêî ñëó÷àé x = 1, ñëó÷àé y = 1 óòåðÿí � ¾±¿.
Ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àÿ x = 1 íàéäåíû íå âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè y � íå âûøå ¾∓¿.
Â íàéäåííûõ òðîéêàõ èç-çà àðèôìåòè÷åñêèõ îøèáîê íåâåðíî ïîñ÷èòàí z � ïðè îòñóòñòâèè äðóãèõ

îøèáîê ¾±¿.
Çàäà÷à ðåøåíà â ïðåäïîëîæåíèè z > 0 � íå âûøå ¾∓¿.

Çàäà÷à 4. Ïðè ðåøåíèè â êîîðäèíàòàõ ïîëó÷åí íåâåðíûé îòâåò � íå âûøå ¾∓¿.
Çàäà÷à 5. Ïîòåðÿí ñëó÷àé x = ±1

4
(â çàâèñèìîñòè îò âàðèàíòà) � ïðè îòñóòñòâèè äðóãèõ îøèáîê

¾±¿.
Çàäà÷à 6. Íåðàâåíñòâî óìíîæàåòñÿ íà âåëè÷èíó, ïðî çíàê êîòîðîé íå äîêàçàíî, ÷òî îí ïîëîæèòå-
ëåí � íå âûøå ¾∓¿.
Â ðåøåíèè èñïîëüçóþòñÿ íåâåðíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå òîæäåñòâà � ¾−¿.
Â ðåøåíèè èñïîëüçóåòñÿ íåâåðíîå ðàññóæäåíèå, ÷òî sin 36◦, sin 37◦, sin 38◦, sin 39◦ (èëè sin 34◦,

sin 35◦, sin 36◦, sin 37◦ â çàâèñèìîñòè îò âàðèàíòà) ìîæíî çàìåíèòü íà ÷èñëà a < b < c < d è ñðàâíèòü
a
b
è c

d
� íå âûøå ¾∓¿.

Çàäà÷à 7. Â ðåøåíèè äîêàçàíî, ÷òî AD = AM
cos 75◦

, îäíàêî cos 75◦ íå âû÷èñëåí èëè âû÷èñëåí íåâåðíî �
íå íèæå ¾±¿.
Çàäà÷à 8. Áåç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî èç f(a) = f(b) ñëåäóåò a = b � íå âûøå ¾∓¿.
Áåç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî èç g(a, b) = g(b, a) ñëåäóåò a = b � íå âûøå ¾∓¿.

Çàäà÷à 9. Ïðèâåä¼í ïðèìåð ñõåìû òóðíèðà, ïðè êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ âåðíûé îòâåò, íî äîêàçàòåëü-
ñòâî òîãî, ÷òî ìåíüøå èãð áûòü íå ìîãëî, îòñóòñòâóåò èëè íåïîëíî � ¾∓¿.
Ïîëó÷åí íåâåðíûé îòâåò (çà èñêëþ÷åíèåì àðèôìåòè÷åñêèõ îøèáîê) � ¾−¿.
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Âàðèàíò I

Çàäà÷à 1. Ïðåäñòàâüòå â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè:

12 + 15

18
+

21 + 24

27
+ . . .+

48 + 51

54
.

Îòâåò: 171
20
.

Ðåøåíèå.

12 + 15

18
+

21 + 24

27
+ . . .+

48 + 51

54
=

4 + 5

6
+

7 + 8

9
+ . . .+

16 + 17

18
=

=
(6− 2) + (6− 1)

6
+

(9− 2) + (9− 1)

9
+ . . .+

(18− 2) + (18− 1)

18
= 2 +

−3
6

+ 2 +
−3
9

+ . . .+ 2 +
−3
18

=

= 2× 5−
(
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

6

)
= 10−

(
1

2
+

1

3
+

1

6

)
−
(
1

4
+

1

5

)
=

= 10− 1− 9

20
=

171

20

(
= 8

11

20

)
.

Çàäà÷à 2. Àíäðåé, Ìàêñèì, Èãîðü è Êîëÿ ñîðåâíîâàëèñü â âåëîãîíêå. Íà âîïðîñ, êòî êàêîå ìåñòî
çàíÿë, îíè îòâåòèëè:
Àíäðåé: � ß íå áûë íè ïåðâûì, íè ïîñëåäíèì.
Ìàêñèì: � ß íå áûë ïîñëåäíèì.
Èãîðü: � ß áûë ïåðâûì.
Êîëÿ: � ß áûë ïîñëåäíèì.
Èçâåñòíî, ÷òî òðè ìàëü÷èêà îòâåòèëè ÷åñòíî è òîëüêî îäèí ñîâðàë. Êòî èç ìàëü÷èêîâ ñîâðàë?

Îòâåò: Èãîðü ñîâðàë.

Ðåøåíèå. Åñëè Èãîðü è Êîëÿ ñêàçàëè ïðàâäó, òî îíè çàíÿëè ïåðâîå è ïîñëåäíåå ìåñòî, ïîýòîìó
Àíäðåé è Ìàêñèì íå ìîãóò çàíÿòü ýòè ìåñòà, çíà÷èò îíè òîæå ñêàçàëè ïðàâäó è íèêòî íå ñîâðàë,
÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, ñîâðàë ëèáî Èãîðü, ëèáî Êîëÿ. Åñëè ñîâðàë Êîëÿ, òî ïîñëåäíèì íå áûë íè
Êîëÿ, íè Èãîðü, íè Ìàêñèì, íè Àíäðåé, ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, ñîâðàë Èãîðü.

Çàäà÷à 3. Ïðî íàòóðàëüíûå ÷èñëà x è y è öåëîå íå÷¼òíîå ÷èñëî z èçâåñòíî, ÷òî x! + y! = 24z+2017.
Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå òàêèå òðîéêè ÷èñåë (x, y, z). (Íàïîìíèì, ÷òî 1! = 1, 2! = 1 ·2, n! = 1 ·2 · . . . ·n)
Îòâåò: (1; 4;−83), (4; 1;−83), (1; 5;−79), (5; 1;−79).
Ðåøåíèå. Âûðàæåíèå x! + y! äîëæíî áûòü íå÷åòíûì ÷èñëîì, ïîýòîìó x = 1 èëè y = 1.
Ïóñòü x = 1, òîãäà 1 + y! = 24z + 2017 èëè y! = 24z + 2016. Òàê êàê 2016 = 24 · 84, òî y! äåëèòñÿ íà

24, îòñþäà y > 4. Åñëè æå y > 6, òî y! äåëèòñÿ íà 48 è 2016 = 48 · 42. Â ýòîì ñëó÷àå z áóäåò ÷åòíûì,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ çàäà÷è. Çíà÷èò, y = 4 èëè 5.

Çàäà÷à 4.Ïóñòü L� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé CE èDF ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêàABCDEF

ñî ñòîðîíîé 3. Òî÷êà K òàêîâà, ÷òî
−−→
LK = 3

−→
AB −

−→
AC. Îïðåäåëèòå, ëåæèò ëè òî÷êà K âíóòðè, íà

ãðàíèöå èëè âíå ABCDEF , à òàêæå íàéäèòå äëèíó îòðåçêà KC.

Îòâåò:
√
3, òî÷êà ëåæèò âíå øåñòèóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü O � öåíòð øåñòèóãîëüíèêà. Èçâåñò-
íî, ÷òî òîãäà FEDO � ðîìá, îòêóäà FD ⊥ EO. Àíà-
ëîãè÷íî, EC ⊥ DO. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà L ÿâëÿåòñÿ
öåíòðîì ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà DEO.

Äàëåå, ïîñêîëüêó 3
−→
AB−

−→
AC =

−−→
CB+2

−→
AB, òî÷êà K òàê-

æå ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ïîëî-
æåíèå êîòîðîãî ñìîòðè íà ðèñóíêå. Çíà÷èò, òî÷êàK ëå-
æèò âíå øåñòèóãîëüíèêà è KC ðàâíÿåòñÿ ðàäèóñó îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòî-
ðîíîé 3, îòêóäà è ñëåäóåò îòâåò.
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Çàäà÷à 5. Ðåøèòå â äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ ñèñòåìó óðàâíåíèé
x+ y + 2− 4xy = 0
y + z + 2− 4yz = 0
z + x+ 2− 4zx = 0

.

Îòâåò: (1, 1, 1),
(
−1

2
,−1

2
,−1

2

)
.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî x 6= 1
4
: èíà÷å, ïîäñòàâëÿÿ â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì 1

4
+ 2 = 0, ÷òî

íåâåðíî. Ïîýòîìó, èç ïåðâîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì y = − x+2
1−4x , z = − x+2

1−4x , îòêóäà y = z.
Àíàëîãè÷íî, x = y. Ñëåäîâàòåëüíî, x = y = z.
Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì 2x+2−4x2 = 0, èëè 2x2−x−1 = 0,

îòêóäà x = 1 èëè x = −1
2
, îòêóäà è ñëåäóåò îòâåò.

Çàäà÷à 6. Ñðàâíèòå ÷èñëà
sin 2016◦

sin 2017◦
è
sin 2018◦

sin 2019◦
.

Îòâåò: Âòîðîå âûðàæåíèå áîëüøå.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 1800◦ = 5 · 360◦, ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü ÷èñëà sin 216◦

sin 217◦
è sin 218◦

sin 219◦
.

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà sin 217◦ è sin 219◦ îäíîãî çíàêà, ïîýòîìó ìû ìîæåì óìíîæèòü îáà ÷èñëà íà
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî sin 217◦ · sin 219◦.
Îñòàëîñü ñðàâíèòü ÷èñëà

sin 216◦ · sin 219◦ = 1

2
·
(
cos(219◦ − 216◦)− cos(219◦ + 216◦)

)
=

1

2
(cos 3◦ − cos 435◦)

è sin 218◦ · sin 217◦ = 1
2
(cos 1◦ − cos 435◦). Èëè, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé, cos 3◦ è cos 1◦. Ïîñêîëüêó íà

ïðîìåæòóêå [0, 90◦] êîñèíóñ óáûâàåò, ïîëó÷àåì, cos 3◦ < cos 1◦, ò.å. âòîðîå âûðàæåíèå èñõîäíî áûëî
áîëüøå.

Çàäà÷à 7. Â ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD è BC (AD > BC) áîêîâàÿ ñòîðîíà
ðàâíà 20 ñì, óãîëBAC ðàâåí 45◦. ÏóñòüO � öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé âîêðóãABCD. Îêàçàëîñü,
÷òî ïðÿìûå OD è AB ïåðïåíäèêóëÿðíû. Íàéäèòå äëèíó îñíîâàíèÿ AD òðàïåöèè.

Îòâåò: 10(
√
6 +
√
2) ñì.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè � ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê
îòðåçêó AB, òî òî÷êà D òàêæå ëåæèò íà ýòîì ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå. Ñëåäîâàòåëüíî, AD =
BD, îòêóäà ∠DAB = ∠DBA = α.
Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè, ∠BDC = ∠BAC = 45◦, à òàêæå ∠CDA =

∠BAD = α. Çíà÷èò, ∠ADB = ∠CDA − ∠BDC = α − 45◦. Èç ñóììû óãëîâ òðåóãîëüíèêà BAD
èìååì: α + α + (α− 45◦) = 180◦, ò.å α = 75◦.
Íàêîíåö, åñëè îáîçíà÷èòü ñåðåäèíó îòðåçêà AB ÷åðåç M , òî èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà

AMD èìååì AD = AM
cos 75◦

= AB
2 cos 75◦

. Äàëåå,

cos 75◦ = cos(45◦ + 30◦) =
1√
2
·
√
3

2
− 1√

2
· 1
2
=

√
3− 1

2
√
2
,

ò.å. AD = AB(
√
6+
√
2)

2
, îòêóäà è ñëåäóåò îòâåò.

Çàäà÷à 8. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå

4|x−a| log1/3(x
2 − 2x+ 4) + 2x

2−2x log√3(2 |x− a|+ 3) = 0

èìååò ðîâíî òðè ðåøåíèÿ?

Îòâåò: Ïðè a = 1
2
; 1; 3

2
.

Ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ì âûðàæåíèå ê áîëåå óäîáíîìó âèäó:

4|x−a| log1/3(x
2 − 2x+ 4) + 2x

2−2x log√3(2 |x− a|+ 3) = 0

3
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22|x−a|
(
− log3(x

2 − 2x+ 4)
)
+ 2x

2−2x2 log3(2 |x− a|+ 3) = 0

22|x−a|+3
(
− log3(x

2 − 2x+ 4)
)
+ 2x

2−2x+4 log3(2 |x− a|+ 3) = 0

22|x−a|+3

log3(2 |x− a|+ 3)
+

2x
2−2x+4

(− log3(x
2 − 2x+ 4))

= 0

Îáîçíà÷èì 2 |x− a|+3 ÷åðåç u, x2−2x+4 ÷åðåç v. Çàìåòèì, ÷òî u > 3, v > 3. Èññëåäóåì ïîâåäåíèå
ôóíêöèè f(z) = 2z

log3 z
ïðè z > 3, à èìåííî, ïîêàæåì, ÷òî îíà ìîíîòîííà íà ýòîì ëó÷å. Äëÿ ýòîãî

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî å¼ ïðîèçâîäíàÿ çíàêîïîñòîÿííà íà í¼ì.

f ′(z) =
(ln 2) 2z log3 z − 2z 1

ln 3
1
z

(log3 z)
2 =

2z

(log3 z)
2 ·
(
(ln 2) log3 z −

1

(ln 3) z

)
Ïîêàæåì, ÷òî

(
(ln 2) log3 z − 1

(ln 3)z

)
> 0 ïðè z > 3. Äåéñòâèòåëüíî, (ln 2) log3 z > ln 2 log3 3 = ln 2 >

ln 2
ln 4

= log4 2 = 1
2
> 1

3
> 1

(ln 3)z
. Çíà÷èò, f ′(z) > 0 ïðè z > 3.

Ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà è f(u) = f(v), ñëåäîâàòåëüíî u = v, òî åñòü 2 |x− a| + 3 = x2 − 2x + 4,
òî åñòü 2 |x− a| = (x − 1)2. Íàðèñîâàâ ãðàôèêè ôóíêöèé g(x) = 2 |x− a| è h(x) = (x − 1)2, ëåãêî
ïîíÿòü, ÷òî ÷òîáû áûëî ðîâíî òðè ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî ëèáî, ÷òîáû ó íèõ ñîâïàäàëè âåðøèíû, ëèáî
ïðîèñõîäèëî êàñàíèå. Ïåðâîå ïðîèñõîäèò ïðè a = 1, âòîðîå ïðè a = 1± 1

2
.

Çàäà÷à 9. Â ïåðâåíñòâå ïî ôóòáîëó ó÷àñòâóåò 20 êîìàíä, êîòîðûå èãðàþò ïî ðàçó äðóã ñ äðóãîì.
Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî èãð äîëæíî áûòü ñûãðàíî, ÷òîáû ñðåäè ëþáûõ òðåõ êîìàíä íàøëèñü äâå,
óæå ñûãðàâøèå ìåæäó ñîáîé?

Îòâåò: 90 èãð.

Ðåøåíèå. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåñûãðàííûå èãðû. Óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî íåñûãðàííûå èãðû íå îá-
ðàçóþò òðåóãîëüíèêîâ. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî k, ÷òî äëÿ 2k êîìàíä íàèáîëüøåå ÷èñëî íåñûãðàííûõ
èãð íå áîëüøå k2.
Áàçà èíäóêöèè: k = 1 (îöåíêà î÷åâèäíà).
Øàã èíäóêöèè: Ïóñòü äîêàçàíî äëÿ k, äîêàæåì äëÿ k + 1. Åñëè íåñûãðàííûõ èãð íåò, òî âñ¼

äîêàçàíî. Èíà÷å âûäåëèì ïðîèçâîëüíûå êîìàíäû A è B, íå èãðàâøèå ìåæäó ñîáîé. Çàìåòèì, ÷òî
íåñûãðàííûõ èãð ñ ó÷àñòèåì êîìàíä A èëè B íå áîëåå 2k (íå ñ÷èòàÿ èãðû ìåæäó A è B), òàê êàê äëÿ
ëþáîé êîìàíäû C ñûãðàíà õîòÿ áû îäíà èç èãð AC è BC. Òåïåðü ðàññìîòðèì âñå êîìàíäû, êðîìå
A è B è ïðèìåíèì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè � ñðåäè íèõ íå ñûãðàíî íå áîëåå k2 èãð. Îòñþäà îáùåå
êîëè÷åñòâî íåñûãðàííûõ èãð íå áîëåå k2 + (2k + 1) = (k + 1)2, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïîäñòàâëÿÿ k = 10 ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî íåñûãðàííûõ èãð íå áîëåå 100, à ÷èñëî âñåõ âîçìîæíûõ

èãð 20·19
2

= 190, îòêóäà ÷èñëî ñûãðàííûõ èãð íå ìåíåå 190− 100 = 90.
Îöåíêà äîñòèãàåòñÿ, åñëè ðàçáèòü êîìàíäû íà äâå ðàâíûå ãðóïïû, â êàæäîé èç êîòîðûõ ïðîâåñòè

âñå ìàò÷è, à ìåæäó ãðóïïàìè íå ïðîâîäèòü íè îäíîãî.

Çàäà÷à 10. Â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå ABCD ñ îñíîâàíèåì ABC áîêîâûå ð¼áðà ïîïàðíî ïåðïåíäè-
êóëÿðíû, DA = DB = 2, DC = 5. Èç òî÷êè îñíîâàíèÿ èñïóñêàþò ëó÷ ñâåòà. Îòðàçèâøèñü ðîâíî
ïî îäíîìó ðàçó îò êàæäîé áîêîâîé ãðàíè (îò ð¼áåð ëó÷ íå îòðàæàåòñÿ), ëó÷ ïîïàäàåò â òî÷êó íà
îñíîâàíèè ïèðàìèäû. Êàêîå íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå ìîã ïðîéòè ëó÷?

Îòâåò: 10
√
6

9
.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N òî÷êó, èç êîòîðîé èñïóñêàåòñÿ ëó÷, ÷åðåç K � òî÷êó íà îñíîâàíèè
ïèðàìèäû, â êîòîðóþ ïîïàä¼ò ëó÷ â êîíöå.
Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ¾âûïðÿìëÿòü¿ ïóòü ëó÷à ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò

ëó÷ äîëæåí îòðàçèòüñÿ îò íåêîòîðîé ïëîñêîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îí ïðîäîëæàåò ñâîé ïóòü, íî â
¾çåðêàëüíîé¿ êîïèè ïèðàìèäû. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ñèëó ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ð¼áåð DA, DB è
DC ïëîñêîñòè (ABD), (BCD) è (CAD) ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà îñòàþòñÿ íà ìåñòå.
Ïîýòîìó, ðåçóëüòàòîì íàøåãî ¾âûïðÿìëåíèÿ¿ áóäåò îòðåçîê NK1, ãäå K1 � òî÷êà, ïîëó÷åííàÿ èç K
ïîñëå ïîñëåäîâàòåëüíûõ îòðàæåíèé îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòåé (ABD), (BCD) è (CAD) â íåêîòîðîì
ïîðÿäêå. Äëèíà îòðåçêà NK1 ïðè ýòîì êàê ðàç ðàâíÿåòñÿ ñóììàðíîé äëèíå, ïðîéäåííîé ëó÷îì.
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Ââåä¼ì êîîðäèíàòû: D � öåíòð êîîðäèíàò, DA, DB è DC � íàïðàâëåíèÿ îñåé. Òîãäà ñèììåòðèÿ
îòíîñèòåëüíî êàæäîé èç óêàçàííûõ ïëîñêîñòåé ìåíÿåò çíàê ðîâíî îäíîé èç êîîðäèíàò òî÷êè. Ñëå-
äîâàòåëüíî, òî÷êà K1 ïîëó÷àåòñÿ èç òî÷êè K èçìåíåíèåì çíàêîâ âñåõ êîîðäèíàò, ò.å. ñèììåòðèåé
îòíîñèòåëüíî òî÷êè D. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà K1 ëåæèò íà îáðàçå ïëîñêîñòè ABC ïðè ñèììåòðèè
îòíîñèòåëüíî òî÷êè D.

Äëèíà ëþáîãî òàêîãî îòðåçêà íå ïðåâîñõîäèò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè ïëîñêîñòÿìè. Íåñëîæíî
âèäåòü, ÷òî ýòî ðàññòîÿíèå ðàâíÿåòñÿ óäâîåííîìó ðàññòîÿíèþ îò òî÷êèD äî ïëîñêîñòè ABC. Äàëüøå
ðàññóæäàòü ìîæíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè, ïðèâåä¼ì òîëüêî îäèí èç íèõ.
Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè D äî ïëîñêîñòè ABC ðàâíÿåòñÿ âûñîòå ïèðàìèäû h, îïóùåííîé èç òî÷êè D.

Îáú¼ì ïèðàìèäû ABCD òîãäà ðàâåí, ñ îäíîé ñòîðîíû, VABCD = 1
3
SABCh, à ñ äðóãîé � VABCD =

1
6
·DA ·DB ·DC = 10

3
. Îñòàëîñü íàéòè SABC . Ýòî òàêæå ìîæíî ñäåëàòü íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè.

Íàïðèìåð: ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà CA = CB =
√
22 + 52 =

√
29, AB =

√
22 + 22 = 2

√
2, â ðàâíîáåä-

ðåííîì òðåóãîëüíèêå ACB ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ cos∠CAB = AB/2
AC

=
√

2
29
, îòêóäà sin∠CAB =

√
27
29

=

3
√
3√

29
, è

SABC =
1

2
· AC · AB · sin∠CAB = 3

√
6.

Ñëåäîâàòåëüíî, h = 3VABCD

SABC
= 10

3
√
6
= 5

√
6

9
, îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî äëèíà ïóòè ëþáîãî ëó÷à íå ìåíüøå

10
√
6

9
.

Îñòàëîñü ïðèâåñòè ïðèìåð, ïðè êîòîðîì íàéäåííàÿ íàìè äëèíà äîñòèãàåòñÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
ïðåäúÿâèòü òî÷êó íà ïëîñêîñòè ABC, ïåðïåíäèêóëÿð èç êîòîðîé ïîïàäàåò âíóòðü òðåóãîëüíèêà,
ñèììåòðè÷íîãî ABC îòíîñèòåëüíî òî÷êè D.
Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà êîîðäèíàòû òî÷êè K1 áóäóò îòðèöàòåëüíû, ïîýòîìó ïåðïåíäèêóëÿð ïåðåñå-

÷¼ò âñå êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè. Â êà÷åñòâå òî÷êè N ïîäîéä¼ò, íàïðèìåð, ïî÷òè ëþáàÿ òî÷êà èç
îêðåñòíîñòè îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà èç òî÷êè D íà ïëîñêîñòü (ABC). Ïî÷òè ëþáàÿ, ò.ê. íàì
íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïåðïåíäèêóëÿð NK1 íå ïðîõîäèë ÷åðåç êîîðäèíàòíûå îñè.

Êîììåíòàðèé. Ëþáîçíàòåëüíûé ÷èòàòåëü ìîæåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî ñèòóàöèÿ, îïèñàííàÿ â
çàäà÷å, âçÿòà èç æèçíè � ðå÷ü èä¼ò ïðî óãîëêîâûé îòðàæàòåëü, îí æå êàòàôîò.
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Âàðèàíò II

Çàäà÷à 1. Ïðåäñòàâüòå â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè:

8 + 10

12
+

14 + 16

18
+ . . .+

32 + 34

36
.

Îòâåò: 171
20
.

Ðåøåíèå.

8 + 10

12
+

14 + 16

18
+ . . .+

32 + 34

36
=

4 + 5

6
+

7 + 8

9
+ . . .+

16 + 17

18
=

=
(6− 2) + (6− 1)

6
+

(9− 2) + (9− 1)

9
+ . . .+

(18− 2) + (18− 1)

18
= 2 +

−3
6

+ 2 +
−3
9

+ . . .+ 2 +
−3
18

=

= 2× 5−
(
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

6

)
= 10−

(
1

2
+

1

3
+

1

6

)
−
(
1

4
+

1

5

)
=

= 10− 1− 9

20
=

171

20

(
= 8

11

20

)
.

Çàäà÷à 2. Ìèøà, Àíòîí, Êàòÿ è Íàòàøà óñòðîèëè òóðíèð ïî íàñòîëüíîìó òåííèñó. Íà âîïðîñ, êòî
êàêîå ìåñòî çàíÿë, îíè îòâåòèëè:
Ìèøà: � ß íå áûë íè ïåðâûì, íè ïîñëåäíèì.
Àíòîí: � ß íå áûë ïîñëåäíèì.
Êàòÿ: � ß áûëà ïåðâîé.
Íàòàøà: � ß áûëà ïîñëåäíåé.
Èçâåñòíî, ÷òî êòî-òî îäèí èç ðåáÿò ñîâðàë, à òðîå ñêàçàëè ïðàâäó. Êòî çàíÿë òðåòüå ìåñòî, åñëè

èçâåñòíî, ÷òî ýòî áûë ìàëü÷èê?

Îòâåò: Òðåòüå ìåñòî çàíÿë Ìèøà.

Ðåøåíèå. Âûÿñíèì ñíà÷àëà, êòî èç ðåáÿò ñîâðàë. Åñëè Êàòÿ è Íàòàøà ñêàçàëè ïðàâäó, òî îíè
çàíÿëè ïåðâîå è ïîñëåäíåå ìåñòî, ïîýòîìó Ìèøà è Àíòîí íå ìîãóò çàíÿòü ýòè ìåñòà, çíà÷èò îíè
òîæå ñêàçàëè ïðàâäó è íèêòî íå ñîâðàë, ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, ñîâðàëà ëèáî Êàòÿ, ëèáî Íàòàøà.
Åñëè ñîâðàëà Íàòàøà, òî ïîñëåäíèì íå áûë íèêòî èç ðåáÿò, ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, ñîâðàëà Êàòÿ.
Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïåðâîå ìåñòî çàíÿë Àíòîí, ïîñëåäíåå Íàòàøà, à âòîðîå è òðåòüå Ìèøà ñ Êàòåé.
Âñïîìèíàÿ, ÷òî òðåòüå ìåñòî çàíÿë ìàëü÷èê, ïîëó÷àåì, ÷òî ýòî áûë Ìèøà.

Çàäà÷à 3. Ïðî íàòóðàëüíûå ÷èñëà x è y è öåëîå íå÷¼òíîå ÷èñëî z èçâåñòíî, ÷òî x! + y! = 48z+2017.
Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå òàêèå òðîéêè ÷èñåë (x, y, z). (Íàïîìíèì, ÷òî 1! = 1, 2! = 1 ·2, n! = 1 ·2 · . . . ·n)
Îòâåò: (1; 6;−27), (6; 1;−27), (1; 7; 63), (7; 1; 63).
Ðåøåíèå. Âûðàæåíèå x! + y! äîëæíî áûòü íå÷åòíûì ÷èñëîì, ïîýòîìó x = 1 èëè y = 1.
Ïóñòü x = 1, òîãäà 1 + y! = 48z + 2017 èëè y! = 48z + 2016. Òàê êàê 2016 = 48 · 42, òî y! äåëèòñÿ íà

48, îòñþäà y > 6. Åñëè æå y > 8, òî y! äåëèòñÿ íà 96 è 2016 = 96 · 21. Â ýòîì ñëó÷àå z áóäåò ÷åòíûì,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ çàäà÷è. Çíà÷èò, y = 6 èëè 7.

Çàäà÷à 4.Ïóñòü L� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé CE èDF ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêàABCDEF

ñî ñòîðîíîé 4. Òî÷êà K òàêîâà, ÷òî
−−→
LK = 3

−→
FA −

−−→
FB. Îïðåäåëèòå, ëåæèò ëè òî÷êà K âíóòðè, íà

ãðàíèöå èëè âíå ABCDEF , à òàêæå íàéäèòå äëèíó îòðåçêà KA.

Îòâåò: 4
√
3

3
.
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Ðåøåíèå. Ïóñòü O � öåíòð øåñòèóãîëüíèêà. Èçâåñò-
íî, ÷òî òîãäà FEDO � ðîìá, îòêóäà FD ⊥ EO. Àíà-
ëîãè÷íî, EC ⊥ DO. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà L ÿâëÿåòñÿ
öåíòðîì ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà DEO.

Äàëåå, ïîñêîëüêó 3
−→
FA−

−−→
FB =

−→
BA+2

−→
FA, òî÷êà K òàê-

æå ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ïîëî-
æåíèå êîòîðîãî ñìîòðè íà ðèñóíêå. Çíà÷èò, òî÷êàK ëå-
æèò âíå øåñòèóãîëüíèêà è KA ðàâíÿåòñÿ ðàäèóñó îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòî-
ðîíîé 4, îòêóäà è ñëåäóåò îòâåò.

Çàäà÷à 5. Ðåøèòå â äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ ñèñòåìó óðàâíåíèé
x+ y + 2 + 4xy = 0
y + z + 2 + 4yz = 0
z + x+ 2 + 4zx = 0

.

Îòâåò: Ðåøåíèé íåò.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî x 6= −1
4
: èíà÷å, ïîäñòàâëÿÿ â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì −1

4
+ 2 = 0, ÷òî

íåâåðíî. Ïîýòîìó, èç ïåðâîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì y = − x+2
1+4x

, z = − x+2
1+4x

, îòêóäà y = z.
Àíàëîãè÷íî, x = y. Ñëåäîâàòåëüíî, x = y = z.
Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì 2x+2+4x2 = 0, èëè 2x2+x+1 = 0.

Äèñêèìèíàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí 1− 8 < 0, ò.å. ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé.

Çàäà÷à 6. Ñðàâíèòå ÷èñëà
cos 2014◦

cos 2015◦
è
cos 2016◦

cos 2017◦
.

Îòâåò: Âòîðîå âûðàæåíèå áîëüøå.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 1800◦ = 5 · 360◦, ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü ÷èñëà cos 214◦

cos 215◦
è cos 216◦

cos 217◦
.

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà cos 215◦ è cos 217◦ îäíîãî çíàêà, ïîýòîìó ìû ìîæåì óìíîæèòü îáà ÷èñëà íà
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî cos 215◦ · cos 217◦.
Îñòàëîñü ñðàâíèòü ÷èñëà

cos 214◦ · cos 217◦ = 1

2
·
(
cos(217◦ − 214◦) + cos(217◦ + 214◦)

)
=

1

2
(cos 3◦ + cos 431◦)

è cos 216◦ · cos 215◦ = 1
2
(cos 1◦ + cos 431◦). Èëè, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé, cos 3◦ è cos 1◦. Ïîñêîëüêó íà

ïðîìåæóòêå [0, 90◦] êîñèíóñ óáûâàåò, ïîëó÷àåì, cos 3◦ < cos 1◦, ò.å. âòîðîå âûðàæåíèå èñõîäíî áûëî
áîëüøå.

Çàäà÷à 7. Â ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD è BC (AD > BC) áîêîâàÿ ñòîðîíà
ðàâíà 20 ñì, óãîëBAC ðàâåí 45◦. ÏóñòüO � öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé âîêðóãABCD. Îêàçàëîñü,
÷òî ïðÿìûå OD è AB ïåðïåíäèêóëÿðíû. Íàéäèòå äëèíó îñíîâàíèÿ AD òðàïåöèè.

Îòâåò: 10(
√
6 +
√
2) ñì.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè � ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê
îòðåçêó AB, òî òî÷êà D òàêæå ëåæèò íà ýòîì ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå. Ñëåäîâàòåëüíî, AD =
BD, îòêóäà ∠DAB = ∠DBA = α.
Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè, ∠BDC = ∠BAC = 45◦, à òàêæå ∠CDA =

∠BAD = α. Çíà÷èò, ∠ADB = ∠CDA − ∠BDC = α − 45◦. Èç ñóììû óãëîâ òðåóãîëüíèêà BAD
èìååì: α + α + (α− 45◦) = 180◦, ò.å α = 75◦.
Íàêîíåö, åñëè îáîçíà÷èòü ñåðåäèíó îòðåçêà AB ÷åðåç M , òî èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà

AMD èìååì AD = AM
cos 75◦

= AB
2 cos 75◦

. Äàëåå,

cos 75◦ = cos(45◦ + 30◦) =
1√
2
·
√
3

2
− 1√

2
· 1
2
=

√
3− 1

2
√
2
,

7
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ò.å. AD = AB(
√
6+
√
2)

2
, îòêóäà è ñëåäóåò îòâåò.

Çàäà÷à 8. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå

8|x−a| log1/5(x
2 + 2x+ 5) + 2x

2+2x log√5(3 |x− a|+ 4) = 0

èìååò ðîâíî òðè ðåøåíèÿ?

Îòâåò: Ïðè a = −7
4
,−1,−1

4
.

Ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ì âûðàæåíèå ê áîëåå óäîáíîìó âèäó:

8|x−a| log1/5(x
2 + 2x+ 5) + 2x

2+2x log√5(3 |x− a|+ 4) = 0

23|x−a|
(
− log5(x

2 + 2x+ 5)
)
+ 2x

2+2x2 log5(3 |x− a|+ 4) = 0

23|x−a|+4
(
− log5(x

2 + 2x+ 5)
)
+ 2x

2+2x+5 log5(3 |x− a|+ 4) = 0

23|x−a|+4

log5(3 |x− a|+ 4)
+

2x
2+2x+5

(− log5(x
2 + 2x+ 5))

= 0

Îáîçíà÷èì 3 |x− a|+4 ÷åðåç u, x2+2x+5 ÷åðåç v. Çàìåòèì, ÷òî u > 4, v > 4. Èññëåäóåì ïîâåäåíèå
ôóíêöèè f(z) = 2z

log5 z
ïðè z > 4, à èìåííî, ïîêàæåì, ÷òî îíà ìîíîòîííà íà ýòîì ëó÷å. Äëÿ ýòîãî

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî å¼ ïðîèçâîäíàÿ çíàêîïîñòîÿííà íà í¼ì.

f ′(z) =
(ln 2) 2z log5 z − 2z 1

ln 5
1
z

(log5 z)
2 =

2z

(log5 z)
2 ·
(
(ln 2) log5 z −

1

(ln 5) z

)

Ïîêàæåì, ÷òî
(
(ln 2) log5 z − 1

(ln 5)z

)
> 0 ïðè z > 4. Äåéñòâèòåëüíî, (ln 2) log5 z > ln 2 log5 4 =

ln 2·ln 4
ln 5

> ln 2
ln 8

= log8 2 = 1
3
> 1

4
> 1

(ln 5)z
. Çíà÷èò, f ′(z) > 0 ïðè z > 4.

Ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà è f(u) = f(v), ñëåäîâàòåëüíî u = v, òî åñòü 3 |x− a| + 4 = x2 + 2x + 5,
òî åñòü 3 |x− a| = (x + 1)2. Íàðèñîâàâ ãðàôèêè ôóíêöèé g(x) = 3 |x− a| è h(x) = (x + 1)2, ëåãêî
ïîíÿòü, ÷òî ÷òîáû áûëî ðîâíî òðè ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî ëèáî, ÷òîáû ó íèõ ñîâïàäàëè âåðøèíû, ëèáî
ïðîèñõîäèëî êàñàíèå. Ïåðâîå ïðîèñõîäèò ïðè a = −1, âòîðîå ïðè a = −1± 3

4
.

Çàäà÷à 9. Â ïåðâåíñòâå ïî ôóòáîëó ó÷àñòâóåò 16 êîìàíä, êîòîðûå èãðàþò ïî ðàçó äðóã ñ äðóãîì.
Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî èãð äîëæíî áûòü ñûãðàíî, ÷òîáû ñðåäè ëþáûõ òðåõ êîìàíä íàøëèñü äâå,
óæå ñûãðàâøèå ìåæäó ñîáîé?

Îòâåò: 56 èãð.

Ðåøåíèå. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåñûãðàííûå èãðû. Óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî íå íàéä¼òñÿ òð¼õ êîìàíä,
êîòîðûå âîîáùå íå èãðàëè äðóã ñ äðóãîì. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî k, ÷òî äëÿ 2k êîìàíä íàèáîëüøåå
÷èñëî íåñûãðàííûõ èãð íå áîëüøå k2.
Áàçà èíäóêöèè: k = 1 (îöåíêà î÷åâèäíà).
Øàã èíäóêöèè: Ïóñòü äîêàçàíî äëÿ k, äîêàæåì äëÿ k + 1. Åñëè íåñûãðàííûõ èãð íåò, òî âñ¼

äîêàçàíî. Èíà÷å âûäåëèì ïðîèçâîëüíûå êîìàíäû A è B, íå èãðàâøèå ìåæäó ñîáîé. Çàìåòèì, ÷òî
íåñûãðàííûõ èãð ñ ó÷àñòèåì êîìàíä A èëè B íå áîëåå 2k (íå ñ÷èòàÿ èãðû ìåæäó A è B), òàê êàê äëÿ
ëþáîé êîìàíäû C ñûãðàíà õîòÿ áû îäíà èç èãð AC è BC. Òåïåðü ðàññìîòðèì âñå êîìàíäû, êðîìå
A è B è ïðèìåíèì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè � ñðåäè íèõ íå ñûãðàíî íå áîëåå k2 èãð. Îòñþäà îáùåå
êîëè÷åñòâî íåñûãðàííûõ èãð íå áîëåå k2 + (2k + 1) = (k + 1)2, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïîäñòàâëÿÿ k = 8 ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî íåñûãðàííûõ èãð íå áîëåå 64, à ÷èñëî âñåõ âîçìîæíûõ èãð

16·15
2

= 120, îòêóäà ÷èñëî ñûãðàííûõ èãð íå ìåíåå 120− 64 = 56.
Îöåíêà äîñòèãàåòñÿ, åñëè ðàçáèòü êîìàíäû íà äâå ðàâíûå ãðóïïû, â êàæäîé èç êîòîðûõ ïðîâåñòè

âñå ìàò÷è, à ìåæäó ãðóïïàìè íå ïðîâîäèòü íè îäíîãî.

Çàäà÷à 10. Â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå ABCD ñ îñíîâàíèåì ABC áîêîâûå ð¼áðà ïîïàðíî ïåðïåíäè-
êóëÿðíû, DA = DB = 2, DC = 5. Èç òî÷êè îñíîâàíèÿ èñïóñêàþò ëó÷ ñâåòà. Îòðàçèâøèñü ðîâíî
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ïî îäíîìó ðàçó îò êàæäîé áîêîâîé ãðàíè (îò ð¼áåð ëó÷ íå îòðàæàåòñÿ), ëó÷ ïîïàäàåò â òî÷êó íà
îñíîâàíèè ïèðàìèäû. Êàêîå íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå ìîã ïðîéòè ëó÷?

Îòâåò: 10
√
6

9
.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N òî÷êó, èç êîòîðîé èñïóñêàåòñÿ ëó÷, ÷åðåç K � òî÷êó íà îñíîâàíèè
ïèðàìèäû, â êîòîðóþ ïîïàä¼ò ëó÷ â êîíöå.
Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ¾âûïðÿìëÿòü¿ ïóòü ëó÷à ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò

ëó÷ äîëæåí îòðàçèòüñÿ îò íåêîòîðîé ïëîñêîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îí ïðîäîëæàåò ñâîé ïóòü, íî â
¾çåðêàëüíîé¿ êîïèè ïèðàìèäû. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ñèëó ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ð¼áåð DA, DB è
DC ïëîñêîñòè (ABD), (BCD) è (CAD) ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà îñòàþòñÿ íà ìåñòå.
Ïîýòîìó, ðåçóëüòàòîì íàøåãî ¾âûïðÿìëåíèÿ¿ áóäåò îòðåçîê NK1, ãäå K1 � òî÷êà, ïîëó÷åííàÿ èç K
ïîñëå ïîñëåäîâàòåëüíûõ îòðàæåíèé îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòåé (ABD), (BCD) è (CAD) â íåêîòîðîì
ïîðÿäêå. Äëèíà îòðåçêà NK1 ïðè ýòîì êàê ðàç ðàâíÿåòñÿ ñóììàðíîé äëèíå, ïðîéäåííîé ëó÷îì.
Ââåä¼ì êîîðäèíàòû: D � öåíòð êîîðäèíàò, DA, DB è DC � íàïðàâëåíèÿ îñåé. Òîãäà ñèììåòðèÿ

îòíîñèòåëüíî êàæäîé èç óêàçàííûõ ïëîñêîñòåé ìåíÿåò çíàê ðîâíî îäíîé èç êîîðäèíàò òî÷êè. Ñëå-
äîâàòåëüíî, òî÷êà K1 ïîëó÷àåòñÿ èç òî÷êè K èçìåíåíèåì çíàêîâ âñåõ êîîðäèíàò, ò.å. ñèììåòðèåé
îòíîñèòåëüíî òî÷êè D. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà K1 ëåæèò íà îáðàçå ïëîñêîñòè ABC ïðè ñèììåòðèè
îòíîñèòåëüíî òî÷êè D.

Äëèíà ëþáîãî òàêîãî îòðåçêà íå ïðåâîñõîäèò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè ïëîñêîñòÿìè. Íåñëîæíî
âèäåòü, ÷òî ýòî ðàññòîÿíèå ðàâíÿåòñÿ óäâîåííîìó ðàññòîÿíèþ îò òî÷êèD äî ïëîñêîñòè ABC. Äàëüøå
ðàññóæäàòü ìîæíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè, ïðèâåä¼ì òîëüêî îäèí èç íèõ.
Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè D äî ïëîñêîñòè ABC ðàâíÿåòñÿ âûñîòå ïèðàìèäû h, îïóùåííîé èç òî÷êè D.

Îáú¼ì ïèðàìèäû ABCD òîãäà ðàâåí, ñ îäíîé ñòîðîíû, VABCD = 1
3
SABCh, à ñ äðóãîé � VABCD =

1
6
·DA ·DB ·DC = 10

3
. Îñòàëîñü íàéòè SABC . Ýòî òàêæå ìîæíî ñäåëàòü íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè.

Íàïðèìåð: ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà CA = CB =
√
22 + 52 =

√
29, AB =

√
22 + 22 = 2

√
2, â ðàâíîáåä-

ðåííîì òðåóãîëüíèêå ACB ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ cos∠CAB = AB/2
AC

=
√

2
29
, îòêóäà sin∠CAB =

√
27
29

=

3
√
3√

29
, è

SABC =
1

2
· AC · AB · sin∠CAB = 3

√
6.

Ñëåäîâàòåëüíî, h = 3VABCD

SABC
= 10

3
√
6
= 5

√
6

9
, îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî äëèíà ïóòè ëþáîãî ëó÷à íå ìåíüøå

10
√
6

9
.

Îñòàëîñü ïðèâåñòè ïðèìåð, ïðè êîòîðîì íàéäåííàÿ íàìè äëèíà äîñòèãàåòñÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
ïðåäúÿâèòü òî÷êó íà ïëîñêîñòè ABC, ïåðïåíäèêóëÿð èç êîòîðîé ïîïàäàåò âíóòðü òðåóãîëüíèêà,
ñèììåòðè÷íîãî ABC îòíîñèòåëüíî òî÷êè D.
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Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà êîîðäèíàòû òî÷êè K1 áóäóò îòðèöàòåëüíû, ïîýòîìó ïåðïåíäèêóëÿð ïåðåñå-
÷¼ò âñå êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè. Â êà÷åñòâå òî÷êè N ïîäîéä¼ò, íàïðèìåð, ïî÷òè ëþáàÿ òî÷êà èç
îêðåñòíîñòè îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà èç òî÷êè D íà ïëîñêîñòü (ABC). Ïî÷òè ëþáàÿ, ò.ê. íàì
íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïåðïåíäèêóëÿð NK1 íå ïðîõîäèë ÷åðåç êîîðäèíàòíûå îñè.

Êîììåíòàðèé. Ëþáîçíàòåëüíûé ÷èòàòåëü ìîæåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî ñèòóàöèÿ, îïèñàííàÿ â
çàäà÷å, âçÿòà èç æèçíè � ðå÷ü èä¼ò ïðî óãîëêîâûé îòðàæàòåëü, îí æå êàòàôîò.
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Âàðèàíò III

Çàäà÷à 1. Ïðåäñòàâüòå â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè:

4 + 8

12
+

16 + 20

24
+ . . .+

64 + 68

72
.

Îòâåò: 191
20
.

Ðåøåíèå.

4 + 8

12
+

16 + 20

24
+ . . .+

64 + 68

72
=

1 + 2

3
+

4 + 5

6
+ . . .+

16 + 17

18
=

=
(3− 2) + (3− 1)

3
+

(6− 2) + (6− 1)

6
+ . . .+

(18− 2) + (18− 1)

18
=

= 2 +
−3
3

+ 2 +
−3
6

+ 2 +
−3
9

+ . . .+ 2 +
−3
18

= 2× 6−
(
1

1
+

1

2
+

1

3
+ . . .+

1

6

)
=

= 11−
(
1

2
+

1

3
+

1

6

)
−
(
1

4
+

1

5

)
= 11− 1− 9

20
=

191

20

(
= 9

11

20

)
.

Çàäà÷à 2. Àííà, Âåðà, Êàòÿ è Íàòàøà ñîðåâíîâàëèñü â ïðûæêàõ â äëèíó. Íà âîïðîñ, êòî êàêîå
ìåñòî çàíÿë, îíè îòâåòèëè:
Àííà: � ß íå áûëà íè ïåðâîé, íè ïîñëåäíåé.
Âåðà: � ß íå áûëà ïîñëåäíåé.
Êàòÿ: � ß áûëà ïåðâîé.
Íàòàøà: � ß áûëà ïîñëåäíåé.
Èçâåñòíî, ÷òî îäíà èç äåâî÷åê ñîâðàëà, à òðîå ñêàçàëè ïðàâäó. Êòî èç äåâî÷åê çàíÿë ïåðâîå ìåñòî?

Îòâåò: Ïåðâîå ìåñòî çàíÿëà Âåðà.

Ðåøåíèå. Åñëè Êàòÿ è Íàòàøà ñêàçàëè ïðàâäó, òî îíè çàíÿëè ïåðâîå è ïîñëåäíåå ìåñòî, ïîýòîìó
Àííà è Âåðà íå ìîãóò çàíÿòü ýòè ìåñòà, çíà÷èò îíè òîæå ñêàçàëè ïðàâäó è íèêòî íå ñîâðàë, ÷òî
íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, ñîâðàëà ëèáî Êàòÿ, ëèáî Íàòàøà. Åñëè ñîâðàëà Íàòàøà, òî ïîñëåäíèì íå ìîã
áûòü íèêòî, ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, ñîâðàëà Êàòÿ. Òîãäà ïåðâîå ìåñòî çàíÿëà íå Àííà, íå Êàòÿ è
íå Íàòàøà, òî åñòü Âåðà.

Çàäà÷à 3. Ïðî íàòóðàëüíûå ÷èñëà x è y è öåëîå íå÷¼òíîå ÷èñëî z èçâåñòíî, ÷òî x! + y! = 8z + 2017.
Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå òàêèå òðîéêè ÷èñåë (x, y, z). (Íàïîìíèì, ÷òî 1! = 1, 2! = 1 ·2, n! = 1 ·2 · . . . ·n)
Îòâåò: (1; 4;−249), (4; 1;−249), (1; 5;−237), (5; 1;−237).
Ðåøåíèå. Âûðàæåíèå x! + y! äîëæíî áûòü íå÷åòíûì ÷èñëîì, ïîýòîìó x = 1 èëè y = 1.
Ïóñòü x = 1, òîãäà 1 + y! = 8z + 2017 èëè y! = 8z + 2016. Òàê êàê 2016 = 8 · 252, òî y! äåëèòñÿ íà

8, îòñþäà y > 4. Åñëè æå y > 6, òî y! äåëèòñÿ íà 16 è 2016 = 16 · 126. Â ýòîì ñëó÷àå z áóäåò ÷åòíûì,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ çàäà÷è. Çíà÷èò, y = 4 èëè 5.

Çàäà÷à 4.Ïóñòü L� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé CE èDF ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêàABCDEF

ñî ñòîðîíîé 2. Òî÷êà K òàêîâà, ÷òî
−−→
LK =

−→
AC − 3

−−→
BC. Îïðåäåëèòå, ëåæèò ëè òî÷êà K âíóòðè, íà

ãðàíèöå èëè âíå ABCDEF , à òàêæå íàéäèòå äëèíó îòðåçêà KB.

Îòâåò: 2
√
3

3
.

Ðåøåíèå. Ïóñòü O � öåíòð øåñòèóãîëüíèêà. Èçâåñò-
íî, ÷òî òîãäà FEDO � ðîìá, îòêóäà FD ⊥ EO. Àíà-
ëîãè÷íî, EC ⊥ DO. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà L ÿâëÿåòñÿ
öåíòðîì ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà DEO.

Äàëåå, ïîñêîëüêó
−→
AC−3

−−→
BC =

−→
AB+2

−−→
CB, òî÷êà K òàê-

æå ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ïîëî-
æåíèå êîòîðîãî ñìîòðè íà ðèñóíêå. Çíà÷èò, òî÷êàK ëå-
æèò âíå øåñòèóãîëüíèêà è KB ðàâíÿåòñÿ ðàäèóñó îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòî-
ðîíîé 2, îòêóäà è ñëåäóåò îòâåò.
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Çàäà÷à 5. Ðåøèòå â äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ ñèñòåìó óðàâíåíèé
x+ y − 2− 4xy = 0
y + z − 2− 4yz = 0
z + x− 2− 4zx = 0

.

Îòâåò: Ðåøåíèé íåò.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî x 6= 1
4
: èíà÷å, ïîäñòàâëÿÿ â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì 1

4
− 2 = 0, ÷òî

íåâåðíî. Ïîýòîìó, èç ïåðâîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì y = − x−2
1−4x , z = − x−2

1−4x , îòêóäà y = z.
Àíàëîãè÷íî, x = y. Ñëåäîâàòåëüíî, x = y = z.
Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì 2x−2−4x2 = 0, èëè 2x2−x+1 = 0.

Äèñêèìèíàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí 1− 8 < 0, ò.å. ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé.

Çàäà÷à 6. Ñðàâíèòå ÷èñëà
sin 2014◦

sin 2015◦
è
sin 2016◦

sin 2017◦
.

Îòâåò: Âòîðîå âûðàæåíèå áîëüøå.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 1800◦ = 5 · 360◦, ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü ÷èñëà sin 214◦

sin 215◦
è sin 216◦

sin 217◦
.

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà sin 215◦ è sin 217◦ îäíîãî çíàêà, ïîýòîìó ìû ìîæåì óìíîæèòü îáà ÷èñëà íà
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî sin 215◦ · sin 217◦.
Îñòàëîñü ñðàâíèòü ÷èñëà

sin 214◦ · sin 217◦ = 1

2
·
(
cos(217◦ − 214◦)− cos(217◦ + 214◦)

)
=

1

2
(cos 3◦ − cos 431◦)

è sin 216◦ · sin 215◦ = 1
2
(cos 1◦ − cos 431◦). Èëè, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé, cos 3◦ è cos 1◦. Ïîñêîëüêó íà

ïðîìåæóòêå [0, 90◦] êîñèíóñ óáûâàåò, ïîëó÷àåì, cos 3◦ < cos 1◦, ò.å. âòîðîå âûðàæåíèå èñõîäíî áûëî
áîëüøå.

Çàäà÷à 7. Â ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD è BC (AD > BC) áîêîâàÿ ñòîðîíà
ðàâíà 40 ñì, óãîëBAC ðàâåí 45◦. ÏóñòüO � öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé âîêðóãABCD. Îêàçàëîñü,
÷òî òî÷êà O ëåæèò íà ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êó D è ñåðåäèíó ñòîðîíû AB. Íàéäèòå äëèíó
îñíîâàíèÿ AD òðàïåöèè.

Îòâåò: 20(
√
6 +
√
2) ñì.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè � ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê
îòðåçêó AB, òî òî÷êà D òàêæå ëåæèò íà ýòîì ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå. Ñëåäîâàòåëüíî, AD =
BD, îòêóäà ∠DAB = ∠DBA = α.
Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè, ∠BDC = ∠BAC = 45◦, à òàêæå ∠CDA =

∠BAD = α. Çíà÷èò, ∠ADB = ∠CDA − ∠BDC = α − 45◦. Èç ñóììû óãëîâ òðåóãîëüíèêà BAD
èìååì: α + α + (α− 45◦) = 180◦, ò.å α = 75◦.
Íàêîíåö, åñëè îáîçíà÷èòü ñåðåäèíó îòðåçêà AB ÷åðåç M , òî èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà

AMD èìååì AD = AM
cos 75◦

= AB
2 cos 75◦

. Äàëåå,

cos 75◦ = cos(45◦ + 30◦) =
1√
2
·
√
3

2
− 1√

2
· 1
2
=

√
3− 1

2
√
2
,

ò.å. AD = AB(
√
6+
√
2)

2
, îòêóäà è ñëåäóåò îòâåò.

Çàäà÷à 8. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå

4|x−a| log1/3(x
2 − 2x+ 4) + 2x

2−2x log√3(2 |x− a|+ 3) = 0

èìååò ðîâíî òðè ðåøåíèÿ?

Îòâåò: Ïðè a = 1
2
; 1; 3

2
.

Ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ì âûðàæåíèå ê áîëåå óäîáíîìó âèäó:

4|x−a| log1/3(x
2 − 2x+ 4) + 2x

2−2x log√3(2 |x− a|+ 3) = 0

12



ÎÌÌÎ 05.02.2017 îòâåòû è êðàòêèå ðåøåíèÿ Âàðèàíò III

22|x−a|
(
− log3(x

2 − 2x+ 4)
)
+ 2x

2−2x2 log3(2 |x− a|+ 3) = 0

22|x−a|+3
(
− log3(x

2 − 2x+ 4)
)
+ 2x

2−2x+4 log3(2 |x− a|+ 3) = 0

22|x−a|+3

log3(2 |x− a|+ 3)
+

2x
2−2x+4

(− log3(x
2 − 2x+ 4))

= 0

Îáîçíà÷èì 2 |x− a|+3 ÷åðåç u, x2−2x+4 ÷åðåç v. Çàìåòèì, ÷òî u > 3, v > 3. Èññëåäóåì ïîâåäåíèå
ôóíêöèè f(z) = 2z

log3 z
ïðè z > 3, à èìåííî, ïîêàæåì, ÷òî îíà ìîíîòîííà íà ýòîì ëó÷å. Äëÿ ýòîãî

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî å¼ ïðîèçâîäíàÿ çíàêîïîñòîÿííà íà í¼ì.

f ′(z) =
(ln 2) 2z log3 z − 2z 1

ln 3
1
z

(log3 z)
2 =

2z

(log3 z)
2 ·
(
(ln 2) log3 z −

1

(ln 3) z

)
Ïîêàæåì, ÷òî

(
(ln 2) log3 z − 1

(ln 3)z

)
> 0 ïðè z > 3. Äåéñòâèòåëüíî, (ln 2) log3 z > ln 2 log3 3 = ln 2 >

ln 2
ln 4

= log4 2 = 1
2
> 1

3
> 1

(ln 3)z
. Çíà÷èò, f ′(z) > 0 ïðè z > 3.

Ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà è f(u) = f(v), ñëåäîâàòåëüíî u = v, òî åñòü 2 |x− a| + 3 = x2 − 2x + 4,
òî åñòü 2 |x− a| = (x − 1)2. Íàðèñîâàâ ãðàôèêè ôóíêöèé g(x) = 2 |x− a| è h(x) = (x − 1)2, ëåãêî
ïîíÿòü, ÷òî ÷òîáû áûëî ðîâíî òðè ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî ëèáî, ÷òîáû ó íèõ ñîâïàäàëè âåðøèíû, ëèáî
ïðîèñõîäèëî êàñàíèå. Ïåðâîå ïðîèñõîäèò ïðè a = 1, âòîðîå ïðè a = 1± 1

2
.

Çàäà÷à 9. Â ïåðâåíñòâå ïî ôóòáîëó ó÷àñòâóåò 16 êîìàíä, êîòîðûå èãðàþò ïî ðàçó äðóã ñ äðóãîì.
Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî èãð äîëæíî áûòü ñûãðàíî, ÷òîáû ñðåäè ëþáûõ òðåõ êîìàíä íàøëèñü äâå,
óæå ñûãðàâøèå ìåæäó ñîáîé?

Îòâåò: 56 èãð.

Ðåøåíèå. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåñûãðàííûå èãðû. Óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî íå íàéä¼òñÿ òð¼õ êîìàíä,
êîòîðûå âîîáùå íå èãðàëè äðóã ñ äðóãîì. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî k, ÷òî äëÿ 2k êîìàíä íàèáîëüøåå
÷èñëî íåñûãðàííûõ èãð íå áîëüøå k2.
Áàçà èíäóêöèè: k = 1 (îöåíêà î÷åâèäíà).
Øàã èíäóêöèè: Ïóñòü äîêàçàíî äëÿ k, äîêàæåì äëÿ k + 1. Åñëè íåñûãðàííûõ èãð íåò, òî âñ¼

äîêàçàíî. Èíà÷å âûäåëèì ïðîèçâîëüíûå êîìàíäû A è B, íå èãðàâøèå ìåæäó ñîáîé. Çàìåòèì, ÷òî
íåñûãðàííûõ èãð ñ ó÷àñòèåì êîìàíä A èëè B íå áîëåå 2k (íå ñ÷èòàÿ èãðû ìåæäó A è B), òàê êàê äëÿ
ëþáîé êîìàíäû C ñûãðàíà õîòÿ áû îäíà èç èãð AC è BC. Òåïåðü ðàññìîòðèì âñå êîìàíäû, êðîìå
A è B è ïðèìåíèì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè � ñðåäè íèõ íå ñûãðàíî íå áîëåå k2 èãð. Îòñþäà îáùåå
êîëè÷åñòâî íåñûãðàííûõ èãð íå áîëåå k2 + (2k + 1) = (k + 1)2, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïîäñòàâëÿÿ k = 8 ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî íåñûãðàííûõ èãð íå áîëåå 64, à ÷èñëî âñåõ âîçìîæíûõ èãð

16·15
2

= 120, îòêóäà ÷èñëî ñûãðàííûõ èãð íå ìåíåå 120− 64 = 56.
Îöåíêà äîñòèãàåòñÿ, åñëè ðàçáèòü êîìàíäû íà äâå ðàâíûå ãðóïïû, â êàæäîé èç êîòîðûõ ïðîâåñòè

âñå ìàò÷è, à ìåæäó ãðóïïàìè íå ïðîâîäèòü íè îäíîãî.

Çàäà÷à 10. Â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå ABCD ñ îñíîâàíèåì ABC áîêîâûå ð¼áðà ïîïàðíî ïåðïåíäè-
êóëÿðíû, DA = DB = 5, DC = 1. Èç òî÷êè îñíîâàíèÿ èñïóñêàþò ëó÷ ñâåòà. Îòðàçèâøèñü ðîâíî
ïî îäíîìó ðàçó îò êàæäîé áîêîâîé ãðàíè (îò ð¼áåð ëó÷ íå îòðàæàåòñÿ), ëó÷ ïîïàäàåò â òî÷êó íà
îñíîâàíèè ïèðàìèäû. Êàêîå íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå ìîã ïðîéòè ëó÷?

Îòâåò: 10
√
3

9
.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N òî÷êó, èç êîòîðîé èñïóñêàåòñÿ ëó÷, ÷åðåç K � òî÷êó íà îñíîâàíèè
ïèðàìèäû, â êîòîðóþ ïîïàä¼ò ëó÷ â êîíöå.
Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ¾âûïðÿìëÿòü¿ ïóòü ëó÷à ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò

ëó÷ äîëæåí îòðàçèòüñÿ îò íåêîòîðîé ïëîñêîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îí ïðîäîëæàåò ñâîé ïóòü, íî â
¾çåðêàëüíîé¿ êîïèè ïèðàìèäû. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ñèëó ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ð¼áåð DA, DB è
DC ïëîñêîñòè (ABD), (BCD) è (CAD) ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà îñòàþòñÿ íà ìåñòå.
Ïîýòîìó, ðåçóëüòàòîì íàøåãî ¾âûïðÿìëåíèÿ¿ áóäåò îòðåçîê NK1, ãäå K1 � òî÷êà, ïîëó÷åííàÿ èç K
ïîñëå ïîñëåäîâàòåëüíûõ îòðàæåíèé îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòåé (ABD), (BCD) è (CAD) â íåêîòîðîì
ïîðÿäêå. Äëèíà îòðåçêà NK1 ïðè ýòîì êàê ðàç ðàâíÿåòñÿ ñóììàðíîé äëèíå, ïðîéäåííîé ëó÷îì.
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Ââåä¼ì êîîðäèíàòû: D � öåíòð êîîðäèíàò, DA, DB è DC � íàïðàâëåíèÿ îñåé. Òîãäà ñèììåòðèÿ
îòíîñèòåëüíî êàæäîé èç óêàçàííûõ ïëîñêîñòåé ìåíÿåò çíàê ðîâíî îäíîé èç êîîðäèíàò òî÷êè. Ñëå-
äîâàòåëüíî, òî÷êà K1 ïîëó÷àåòñÿ èç òî÷êè K èçìåíåíèåì çíàêîâ âñåõ êîîðäèíàò, ò.å. ñèììåòðèåé
îòíîñèòåëüíî òî÷êè D. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà K1 ëåæèò íà îáðàçå ïëîñêîñòè ABC ïðè ñèììåòðèè
îòíîñèòåëüíî òî÷êè D.

Äëèíà ëþáîãî òàêîãî îòðåçêà íå ïðåâîñõîäèò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè ïëîñêîñòÿìè. Íåñëîæíî
âèäåòü, ÷òî ýòî ðàññòîÿíèå ðàâíÿåòñÿ óäâîåííîìó ðàññòîÿíèþ îò òî÷êèD äî ïëîñêîñòè ABC. Äàëüøå
ðàññóæäàòü ìîæíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè, ïðèâåä¼ì òîëüêî îäèí èç íèõ.
Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè D äî ïëîñêîñòè ABC ðàâíÿåòñÿ âûñîòå ïèðàìèäû h, îïóùåííîé èç òî÷êè D.

Îáú¼ì ïèðàìèäû ABCD òîãäà ðàâåí, ñ îäíîé ñòîðîíû, VABCD = 1
3
SABCh, à ñ äðóãîé � VABCD =

1
6
·DA ·DB ·DC = 25

6
. Îñòàëîñü íàéòè SABC . Ýòî òàêæå ìîæíî ñäåëàòü íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè.

Íàïðèìåð: ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà CA = CB =
√
52 + 12 =

√
26, AB =

√
52 + 52 =

√
50, â ðàâíîáåä-

ðåííîì òðåóãîëüíèêå ACB ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ cos∠CAB = AB/2
AC

=
√

25
52
, îòêóäà sin∠CAB =

√
27
52
,

è

SABC =
1

2
· AC · AB · sin∠CAB =

15
√
3

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, h = 3VABCD

SABC
= 25

15
√
3
= 5

√
3

9
, îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî äëèíà ïóòè ëþáîãî ëó÷à íå ìåíüøå

10
√
3

9
.

Îñòàëîñü ïðèâåñòè ïðèìåð, ïðè êîòîðîì íàéäåííàÿ íàìè äëèíà äîñòèãàåòñÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
ïðåäúÿâèòü òî÷êó íà ïëîñêîñòè ABC, ïåðïåíäèêóëÿð èç êîòîðîé ïîïàäàåò âíóòðü òðåóãîëüíèêà,
ñèììåòðè÷íîãî ABC îòíîñèòåëüíî òî÷êè D.
Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà êîîðäèíàòû òî÷êè K1 áóäóò îòðèöàòåëüíû, ïîýòîìó ïåðïåíäèêóëÿð ïåðåñå-

÷¼ò âñå êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè. Â êà÷åñòâå òî÷êè N ïîäîéä¼ò, íàïðèìåð, ïî÷òè ëþáàÿ òî÷êà èç
îêðåñòíîñòè îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà èç òî÷êè D íà ïëîñêîñòü (ABC). Ïî÷òè ëþáàÿ, ò.ê. íàì
íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïåðïåíäèêóëÿð NK1 íå ïðîõîäèë ÷åðåç êîîðäèíàòíûå îñè.

Êîììåíòàðèé. Ëþáîçíàòåëüíûé ÷èòàòåëü ìîæåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî ñèòóàöèÿ, îïèñàííàÿ â
çàäà÷å, âçÿòà èç æèçíè � ðå÷ü èä¼ò ïðî óãîëêîâûé îòðàæàòåëü, îí æå êàòàôîò.
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Âàðèàíò IV

Çàäà÷à 1. Ïðåäñòàâüòå â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè:

5 + 10

15
+

20 + 25

30
+ . . .+

80 + 85

90
.

Îòâåò: 191
20
.

Ðåøåíèå.

5 + 10

15
+

20 + 25

30
+ . . .+

80 + 85

90
=

1 + 2

3
+

4 + 5

6
+ . . .+

16 + 17

18
=

=
(3− 2) + (3− 1)

3
+

(6− 2) + (6− 1)

6
+ . . .+

(18− 2) + (18− 1)

18
=

= 2 +
−3
3

+ 2 +
−3
6

+ 2 +
−3
9

+ . . .+ 2 +
−3
18

= 2× 6−
(
1

1
+

1

2
+

1

3
+ . . .+

1

6

)
=

= 11−
(
1

2
+

1

3
+

1

6

)
−
(
1

4
+

1

5

)
= 11− 1− 9

20
=

191

20

(
= 9

11

20

)
.

Çàäà÷à 2. Ìèøà, Àíòîí, Ïåòÿ è Ôåäÿ ñîðåâíîâàëèñü â óïðàæíåíèÿõ íà áðóñüÿõ. Íà âîïðîñ, êòî
êàêîå ìåñòî çàíÿë, îíè îòâåòèëè:
Ìèøà: � ß íå áûë íè ïåðâûì, íè ïîñëåäíèì.
Àíòîí: � ß íå áûë ïîñëåäíèì.
Ïåòÿ: � ß áûë ïåðâûì.
Ôåäÿ: � ß áûë ïîñëåäíèì.
Èçâåñòíî, ÷òî îäèí èç ìàëü÷èêîâ ñîâðàë, à òðîå ñêàçàëè ïðàâäó. Êòî èç ìàëü÷èêîâ çàíÿë ïîñëåäíåå

ìåñòî?

Îòâåò: Ïîñëåäíåå ìåñòî çàíÿë Ôåäÿ.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ôåäÿ ñîâðàë. Òîãäà ïîñëåäíåå ìåñòî íå ìîæåò çàíÿòü íèêòî èç ðåáÿò,
÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, Ôåäÿ ñêàçàë ïðàâäó è áûë ïîñëåäíèì.

Çàäà÷à 3. Ïðî íàòóðàëüíûå ÷èñëà x è y è öåëîå íå÷¼òíîå ÷èñëî z èçâåñòíî, ÷òî x! + y! = 16z+2017.
Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå òàêèå òðîéêè ÷èñåë (x, y, z). (Íàïîìíèì, ÷òî 1! = 1, 2! = 1 ·2, n! = 1 ·2 · . . . ·n)
Îòâåò: (1; 6;−81), (6; 1;−81), (1; 7; 189), (7; 1; 189).
Ðåøåíèå. Âûðàæåíèå x! + y! äîëæíî áûòü íå÷åòíûì ÷èñëîì, ïîýòîìó x = 1 èëè y = 1.
Ïóñòü x = 1, òîãäà 1+ y! = 16z+2017 èëè y! = 16z+2016. Òàê êàê 2016 = 16 · 126, òî y! äåëèòñÿ íà

16, îòñþäà y > 6. Åñëè æå y > 8, òî y! äåëèòñÿ íà 32 è 2016 = 32 · 63. Â ýòîì ñëó÷àå z áóäåò ÷åòíûì,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ çàäà÷è. Çíà÷èò, y = 6 èëè 7.

Çàäà÷à 4.Ïóñòü L� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé CE èDF ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêàABCDEF

ñî ñòîðîíîé 5. Òî÷êà K òàêîâà, ÷òî
−−→
LK =

−−→
FB − 3

−→
AB. Îïðåäåëèòå, ëåæèò ëè òî÷êà K âíóòðè, íà

ãðàíèöå èëè âíå ABCDEF , à òàêæå íàéäèòå äëèíó îòðåçêà KF .

Îòâåò: 5
√
3

3
.

Ðåøåíèå. Ïóñòü O � öåíòð øåñòèóãîëüíèêà. Èçâåñò-
íî, ÷òî òîãäà FEDO � ðîìá, îòêóäà FD ⊥ EO. Àíà-
ëîãè÷íî, EC ⊥ DO. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà L ÿâëÿåòñÿ
öåíòðîì ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà DEO.

Äàëåå, ïîñêîëüêó
−−→
FB−3

−→
AB =

−→
FA+2

−→
BA, òî÷êà K òàê-

æå ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ïîëî-
æåíèå êîòîðîãî ñìîòðè íà ðèñóíêå. Çíà÷èò, òî÷êàK ëå-
æèò âíå øåñòèóãîëüíèêà è KF ðàâíÿåòñÿ ðàäèóñó îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòî-
ðîíîé 5, îòêóäà è ñëåäóåò îòâåò.
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Çàäà÷à 5. Ðåøèòå â äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ ñèñòåìó óðàâíåíèé
x+ y − 2 + 4xy = 0
y + z − 2 + 4yz = 0
z + x− 2 + 4zx = 0

.

Îòâåò: (−1,−1,−1),
(
1
2
, 1
2
, 1
2

)
.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî x 6= −1
4
: èíà÷å, ïîäñòàâëÿÿ â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì −1

4
− 2 = 0, ÷òî

íåâåðíî. Ïîýòîìó, èç ïåðâîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì y = − x−2
1+4x

, z = − x−2
1+4x

, îòêóäà y = z.
Àíàëîãè÷íî, x = y. Ñëåäîâàòåëüíî, x = y = z.
Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì 2x−2+4x2 = 0, èëè 2x2+x−1 = 0,

îòêóäà x = −1 èëè x = 1
2
, îòêóäà è ñëåäóåò îòâåò.

Çàäà÷à 6. Ñðàâíèòå ÷èñëà
cos 2016◦

cos 2017◦
è
cos 2018◦

cos 2019◦
.

Îòâåò: Âòîðîå âûðàæåíèå áîëüøå.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 1800◦ = 5 · 360◦, ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü ÷èñëà cos 216◦

cos 217◦
è cos 218◦

cos 219◦
.

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà cos 217◦ è cos 219◦ îäíîãî çíàêà, ïîýòîìó ìû ìîæåì óìíîæèòü îáà ÷èñëà íà
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî cos 217◦ · cos 219◦.
Îñòàëîñü ñðàâíèòü ÷èñëà

cos 216◦ · cos 219◦ = 1

2
·
(
cos(219◦ − 216◦) + cos(219◦ + 216◦)

)
=

1

2
(cos 3◦ + cos 435◦)

è cos 218◦ · cos 217◦ = 1
2
(cos 1◦ + cos 435◦). Èëè, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé, cos 3◦ è cos 1◦. Ïîñêîëüêó íà

ïðîìåæóòêå [0, 90◦] êîñèíóñ óáûâàåò, ïîëó÷àåì, cos 3◦ < cos 1◦, ò.å. âòîðîå âûðàæåíèå èñõîäíî áûëî
áîëüøå.

Çàäà÷à 7. Â ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD è BC (AD > BC) áîêîâàÿ ñòîðîíà
ðàâíà 40 ñì, óãîëBAC ðàâåí 45◦. ÏóñòüO � öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé âîêðóãABCD. Îêàçàëîñü,
÷òî òî÷êà O ëåæèò íà ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êó D è ñåðåäèíó ñòîðîíû AB. Íàéäèòå äëèíó
îñíîâàíèÿ AD òðàïåöèè.

Îòâåò: 20(
√
6 +
√
2) ñì.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè � ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê
îòðåçêó AB, òî òî÷êà D òàêæå ëåæèò íà ýòîì ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå. Ñëåäîâàòåëüíî, AD =
BD, îòêóäà ∠DAB = ∠DBA = α.
Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè, ∠BDC = ∠BAC = 45◦, à òàêæå ∠CDA =

∠BAD = α. Çíà÷èò, ∠ADB = ∠CDA − ∠BDC = α − 45◦. Èç ñóììû óãëîâ òðåóãîëüíèêà BAD
èìååì: α + α + (α− 45◦) = 180◦, ò.å α = 75◦.
Íàêîíåö, åñëè îáîçíà÷èòü ñåðåäèíó îòðåçêà AB ÷åðåç M , òî èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà

AMD èìååì AD = AM
cos 75◦

= AB
2 cos 75◦

. Äàëåå,

cos 75◦ = cos(45◦ + 30◦) =
1√
2
·
√
3

2
− 1√

2
· 1
2
=

√
3− 1

2
√
2
,

ò.å. AD = AB(
√
6+
√
2)

2
, îòêóäà è ñëåäóåò îòâåò.

Çàäà÷à 8. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå

8|x−a| log1/5(x
2 + 2x+ 5) + 2x

2+2x log√5(3 |x− a|+ 4) = 0

èìååò ðîâíî òðè ðåøåíèÿ?

Îòâåò: Ïðè a = −7
4
,−1,−1

4
.

Ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ì âûðàæåíèå ê áîëåå óäîáíîìó âèäó:

8|x−a| log1/5(x
2 + 2x+ 5) + 2x

2+2x log√5(3 |x− a|+ 4) = 0
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23|x−a|
(
− log5(x

2 + 2x+ 5)
)
+ 2x

2+2x2 log5(3 |x− a|+ 4) = 0

23|x−a|+4
(
− log5(x

2 + 2x+ 5)
)
+ 2x

2+2x+5 log5(3 |x− a|+ 4) = 0

23|x−a|+4

log5(3 |x− a|+ 4)
+

2x
2+2x+5

(− log5(x
2 + 2x+ 5))

= 0

Îáîçíà÷èì 3 |x− a|+4 ÷åðåç u, x2+2x+5 ÷åðåç v. Çàìåòèì, ÷òî u > 4, v > 4. Èññëåäóåì ïîâåäåíèå
ôóíêöèè f(z) = 2z

log5 z
ïðè z > 4, à èìåííî, ïîêàæåì, ÷òî îíà ìîíîòîííà íà ýòîì ëó÷å. Äëÿ ýòîãî

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî å¼ ïðîèçâîäíàÿ çíàêîïîñòîÿííà íà í¼ì.

f ′(z) =
(ln 2) 2z log5 z − 2z 1

ln 5
1
z

(log5 z)
2 =

2z

(log5 z)
2 ·
(
(ln 2) log5 z −

1

(ln 5) z

)
Ïîêàæåì, ÷òî

(
(ln 2) log5 z − 1

(ln 5)z

)
> 0 ïðè z > 4. Äåéñòâèòåëüíî, (ln 2) log5 z > ln 2 log5 4 =

ln 2·ln 4
ln 5

> ln 2
ln 8

= log8 2 = 1
3
> 1

4
> 1

(ln 5)z
. Çíà÷èò, f ′(z) > 0 ïðè z > 4.

Ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà è f(u) = f(v), ñëåäîâàòåëüíî u = v, òî åñòü 3 |x− a| + 4 = x2 + 2x + 5,
òî åñòü 3 |x− a| = (x + 1)2. Íàðèñîâàâ ãðàôèêè ôóíêöèé g(x) = 3 |x− a| è h(x) = (x + 1)2, ëåãêî
ïîíÿòü, ÷òî ÷òîáû áûëî ðîâíî òðè ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî ëèáî, ÷òîáû ó íèõ ñîâïàäàëè âåðøèíû, ëèáî
ïðîèñõîäèëî êàñàíèå. Ïåðâîå ïðîèñõîäèò ïðè a = −1, âòîðîå ïðè a = −1± 3

4
.

Çàäà÷à 9. Â ïåðâåíñòâå ïî ôóòáîëó ó÷àñòâóåò 20 êîìàíä, êîòîðûå èãðàþò ïî ðàçó äðóã ñ äðóãîì.
Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî èãð äîëæíî áûòü ñûãðàíî, ÷òîáû ñðåäè ëþáûõ òðåõ êîìàíä íàøëèñü äâå,
óæå ñûãðàâøèå ìåæäó ñîáîé?

Îòâåò: 90 èãð.

Ðåøåíèå. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåñûãðàííûå èãðû. Óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî íå íàéä¼òñÿ òð¼õ êîìàíä,
êîòîðûå âîîáùå íå èãðàëè äðóã ñ äðóãîì. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî k, ÷òî äëÿ 2k êîìàíä íàèáîëüøåå
÷èñëî íåñûãðàííûõ èãð íå áîëüøå k2.
Áàçà èíäóêöèè: k = 1 (îöåíêà î÷åâèäíà).
Øàã èíäóêöèè: Ïóñòü äîêàçàíî äëÿ k, äîêàæåì äëÿ k + 1. Åñëè íåñûãðàííûõ èãð íåò, òî âñ¼

äîêàçàíî. Èíà÷å âûäåëèì ïðîèçâîëüíûå êîìàíäû A è B, íå èãðàâøèå ìåæäó ñîáîé. Çàìåòèì, ÷òî
íåñûãðàííûõ èãð ñ ó÷àñòèåì êîìàíä A èëè B íå áîëåå 2k (íå ñ÷èòàÿ èãðû ìåæäó A è B), òàê êàê äëÿ
ëþáîé êîìàíäû C ñûãðàíà õîòÿ áû îäíà èç èãð AC è BC. Òåïåðü ðàññìîòðèì âñå êîìàíäû, êðîìå
A è B è ïðèìåíèì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè � ñðåäè íèõ íå ñûãðàíî íå áîëåå k2 èãð. Îòñþäà îáùåå
êîëè÷åñòâî íåñûãðàííûõ èãð íå áîëåå k2 + (2k + 1) = (k + 1)2, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïîäñòàâëÿÿ k = 10 ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî íåñûãðàííûõ èãð íå áîëåå 100, à ÷èñëî âñåõ âîçìîæíûõ

èãð 20·19
2

= 190, îòêóäà ÷èñëî ñûãðàííûõ èãð íå ìåíåå 190− 100 = 90.
Îöåíêà äîñòèãàåòñÿ, åñëè ðàçáèòü êîìàíäû íà äâå ðàâíûå ãðóïïû, â êàæäîé èç êîòîðûõ ïðîâåñòè

âñå ìàò÷è, à ìåæäó ãðóïïàìè íå ïðîâîäèòü íè îäíîãî.

Çàäà÷à 10. Â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå ABCD ñ îñíîâàíèåì ABC áîêîâûå ð¼áðà ïîïàðíî ïåðïåíäè-
êóëÿðíû, DA = DB = 5, DC = 1. Èç òî÷êè îñíîâàíèÿ èñïóñêàþò ëó÷ ñâåòà. Îòðàçèâøèñü ðîâíî
ïî îäíîìó ðàçó îò êàæäîé áîêîâîé ãðàíè (îò ð¼áåð ëó÷ íå îòðàæàåòñÿ), ëó÷ ïîïàäàåò â òî÷êó íà
îñíîâàíèè ïèðàìèäû. Êàêîå íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå ìîã ïðîéòè ëó÷?

Îòâåò: 10
√
3

9
.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N òî÷êó, èç êîòîðîé èñïóñêàåòñÿ ëó÷, ÷åðåç K � òî÷êó íà îñíîâàíèè
ïèðàìèäû, â êîòîðóþ ïîïàä¼ò ëó÷ â êîíöå.
Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ¾âûïðÿìëÿòü¿ ïóòü ëó÷à ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò

ëó÷ äîëæåí îòðàçèòüñÿ îò íåêîòîðîé ïëîñêîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îí ïðîäîëæàåò ñâîé ïóòü, íî â
¾çåðêàëüíîé¿ êîïèè ïèðàìèäû. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ñèëó ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ð¼áåð DA, DB è
DC ïëîñêîñòè (ABD), (BCD) è (CAD) ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà îñòàþòñÿ íà ìåñòå.
Ïîýòîìó, ðåçóëüòàòîì íàøåãî ¾âûïðÿìëåíèÿ¿ áóäåò îòðåçîê NK1, ãäå K1 � òî÷êà, ïîëó÷åííàÿ èç K
ïîñëå ïîñëåäîâàòåëüíûõ îòðàæåíèé îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòåé (ABD), (BCD) è (CAD) â íåêîòîðîì
ïîðÿäêå. Äëèíà îòðåçêà NK1 ïðè ýòîì êàê ðàç ðàâíÿåòñÿ ñóììàðíîé äëèíå, ïðîéäåííîé ëó÷îì.
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Ââåä¼ì êîîðäèíàòû: D � öåíòð êîîðäèíàò, DA, DB è DC � íàïðàâëåíèÿ îñåé. Òîãäà ñèììåòðèÿ
îòíîñèòåëüíî êàæäîé èç óêàçàííûõ ïëîñêîñòåé ìåíÿåò çíàê ðîâíî îäíîé èç êîîðäèíàò òî÷êè. Ñëå-
äîâàòåëüíî, òî÷êà K1 ïîëó÷àåòñÿ èç òî÷êè K èçìåíåíèåì çíàêîâ âñåõ êîîðäèíàò, ò.å. ñèììåòðèåé
îòíîñèòåëüíî òî÷êè D. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà K1 ëåæèò íà îáðàçå ïëîñêîñòè ABC ïðè ñèììåòðèè
îòíîñèòåëüíî òî÷êè D.

Äëèíà ëþáîãî òàêîãî îòðåçêà íå ïðåâîñõîäèò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè ïëîñêîñòÿìè. Íåñëîæíî
âèäåòü, ÷òî ýòî ðàññòîÿíèå ðàâíÿåòñÿ óäâîåííîìó ðàññòîÿíèþ îò òî÷êèD äî ïëîñêîñòè ABC. Äàëüøå
ðàññóæäàòü ìîæíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè, ïðèâåä¼ì òîëüêî îäèí èç íèõ.
Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè D äî ïëîñêîñòè ABC ðàâíÿåòñÿ âûñîòå ïèðàìèäû h, îïóùåííîé èç òî÷êè D.

Îáú¼ì ïèðàìèäû ABCD òîãäà ðàâåí, ñ îäíîé ñòîðîíû, VABCD = 1
3
SABCh, à ñ äðóãîé � VABCD =

1
6
·DA ·DB ·DC = 25

6
. Îñòàëîñü íàéòè SABC . Ýòî òàêæå ìîæíî ñäåëàòü íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè.

Íàïðèìåð: ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà CA = CB =
√
52 + 12 =

√
26, AB =

√
52 + 52 =

√
50, â ðàâíîáåä-

ðåííîì òðåóãîëüíèêå ACB ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ cos∠CAB = AB/2
AC

=
√

25
52
, îòêóäà sin∠CAB =

√
27
52
,

è

SABC =
1

2
· AC · AB · sin∠CAB =

15
√
3

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, h = 3VABCD

SABC
= 25

15
√
3
= 5

√
3

9
, îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî äëèíà ïóòè ëþáîãî ëó÷à íå ìåíüøå

10
√
3

9
.

Îñòàëîñü ïðèâåñòè ïðèìåð, ïðè êîòîðîì íàéäåííàÿ íàìè äëèíà äîñòèãàåòñÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
ïðåäúÿâèòü òî÷êó íà ïëîñêîñòè ABC, ïåðïåíäèêóëÿð èç êîòîðîé ïîïàäàåò âíóòðü òðåóãîëüíèêà,
ñèììåòðè÷íîãî ABC îòíîñèòåëüíî òî÷êè D.
Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà êîîðäèíàòû òî÷êè K1 áóäóò îòðèöàòåëüíû, ïîýòîìó ïåðïåíäèêóëÿð ïåðåñå-

÷¼ò âñå êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè. Â êà÷åñòâå òî÷êè N ïîäîéä¼ò, íàïðèìåð, ïî÷òè ëþáàÿ òî÷êà èç
îêðåñòíîñòè îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà èç òî÷êè D íà ïëîñêîñòü (ABC). Ïî÷òè ëþáàÿ, ò.ê. íàì
íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïåðïåíäèêóëÿð NK1 íå ïðîõîäèë ÷åðåç êîîðäèíàòíûå îñè.

Êîììåíòàðèé. Ëþáîçíàòåëüíûé ÷èòàòåëü ìîæåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî ñèòóàöèÿ, îïèñàííàÿ â
çàäà÷å, âçÿòà èç æèçíè � ðå÷ü èä¼ò ïðî óãîëêîâûé îòðàæàòåëü, îí æå êàòàôîò.
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